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Résumé

Dans cet article, nous nous intéressons a I’introduction de I'opérateur de description indéfinie :
« epsilon d’Hilbert » dans les développements Cog. Il est connu que cette adjonction n’est pas sans
conséquences : la logique devient « presque classique », et le caractére informatif de types de sorte
Type perd sa signification. En nous appuyant sur des exemples : fonctions partielles, présentation
axiomatique des ordinaux dénombrables, nous étudions comment articuler I'utilisation de cette
construction avec le style constructif de Cog.

1. Introduction

Nous nous intéressons a certains aspects périphériques — mais pas forcément marginaux —
de Coq[6, 4]. Les énoncés de théorémes prouvés a l'aide de cet outil peuvent se trouver éloignés
d’un langage mathématique usuel, ce qui peut rendre difficile la communication de ces résultats au
« monde extérieur ». Il importe donc — au sein du méme outil — de considérer I’écriture et la preuve
d’énoncés dans un langage compréhensible par le plus grand nombre, tout en respectant les méthodes
de développement propres a Cog.

Dans cet article, nous nous intéressons au gain d’expressivité obtenu en ajoutant a Cog I'opérateur
de description indéfinie, dit « opérateur epsilon d’Hilbert ». Cet opérateur nous fournit un mécanisme
linguistique de présupposition existentielle, en dissociant 1’écriture d’un terme de celle des conditions
d’existence de I'objet correspondant, comme dans le discours « Supposonsz >0 ... logx <z ... »,
ou le terme « logx » est une abréviation de I’expression « un nombre y (8'il existe) tel que e¥ = x ».

Les avantages que nous obtenons sont, outre un gain de lisibilité di a l'usage d’implicites, la
possibilité de nommer (au niveau global) des objets dont 'existence est assurée par la preuve d’une
proposition, et I'utilisation de fonctions partielles.

Les travaux de Hurkens[12], Geuvers[9], et Bell[3] montrent que I’adjonction de opérateur epsilon
ne se fait pas sans conséquences lourdes : incompatibilité avec l'imprédicativité de Set, travail en
logique quasi-classique (classique si 'on admet que 'opérateur epsilon est extensionnel), et perte de
lisibilité de certains énoncés : un énoncé de la forme Vz, {Pz} + {~P z} ne signifie plus que P est
décidable, car il peut se dériver du tiers-exclu.

A Taide d’exemples, nous nous efforcerons de montrer 'intérét de travailler en Cog augmenté de la
déclaration d’epsilon, en tenant compte bien str des réserves ci-dessus. La structure de I'article est
la suivante :

— présentation des domaines illustrant cette étude, empruntés a l'arithmétique simple, puis a la

théorie des ordinaux dénombrables,

— présentation de 'opérateur epsilon et ses dérivés, et de sa représentation en Cog,

— traduction en Cog+€ des raisonnements dans les domaines ci-dessus,
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— relations entre définitions par epsilon et définitions effectives,

— conclusion, et perspectives

Les définitions et preuves présentées dans cet article — aussi bien en notation mathématique qu’en
Coq — sont toutes extraites d'un développement [5] réalisé en Cog avec Evelyne Contéjean et Florian
Hatat dans le cadre du projet A3PAT de I’Agence Nationale de la Recherche. Nous avons pris quelques
libertés avec la notation usuelle de Cog pour rendre les énoncés plus lisibles, et omis tout ou partie
des preuves pour n’en retenir que les étapes illustrant notre propos. Ces omissions sont signalées par
des ellipses « ... » dans les scripts de preuve.

2. Fragments d’un discours en langage mathématique

Nous présentons dans cette section quelques exemples utilisant des fonctions partielles et des
définitions de constantes a partir de preuves d’existence. Les domaines considérés sont I'arithmétique
de base et la théorie des ordinaux dénombrables.

2.1. Fonctions partielles de N dans N

Nous illustrons la notion de fonction partielle par un exemple tres simple : La fonction qui a tout
n € N associe l'entier naturel p (s’il existe) tel que 2”7 = n (logarithme exact de base 2). Représenter
en Coq une telle fonction peut se faire de deux fagons différentes : 'approximation par une fonction
totale, ou la définition d’une constante d’un type autre que nat—nat.

La définition suivante construit une fonction totale de type nat—nat (half étant une fonction
totale calculant la partie entiere de la moitié de tout nombre naturel).

Function total_log2 (n:nat) {wf 1t n using lt_wf} : nat :=
match n with | 0 = 0

1 =0

| p = S (total_log2 (half p))
end.

On remarque que 1’égalité — non voulue — total_log2 24 = 4 se prouve immédiatement. La
fonction total_log2 n’est donc qu’une approximation de 'objet mathématique que nous voulions
représenter.

On peut certes représenter une fonction partielle a I’aide d’un type option, d’'un produit dépendant
ou par une relation binaire. Si ces représentations sont adaptées aux preuves et calcul en Cog, elles ne
permettent pas I’écriture d’énoncés proches de la notation mathématique, comme par exemple « si n
est une puissance de 2, alors 20092 ™) = ».

La traduction de cet énoncé utilisant I'une ou 'autre de ces représentations entraine un manque
de lisibilité par rapport a la notation mathématique classique.

2.2. Ordinaux dénombrables

Dans son ouvrage Proof Theory[18], Kurt Schiitte présente deux aspects, 'un axiomatique, I'autre
constructif, de la notion d’ordinal. Ces deux volets constituent le chapitre 5 : « Ordinal Numbers and
Ordinal Terms » de ce livre.

Le premier de ces aspects est une présentation non constructive de la théorie des ordinaux, sous
la forme d’une caractérisation axiomatique de I’ensemble @ des ordinaux finis ou dénombrables’.

1Par la suite, le terme « dénombrable » sera pris au sens de « fini ou dénombrable ».
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Cette présentation se fait a partir d’un petit nombre d’axiomes, dans le cadre d’une théorie naive des
ensembles (on dit qu’une partie X de @ est bornée si elle admet un majorant strict dans Q) :

Ax1 L’ensemble O est bien ordonné pour la relation <,
Ax2 Tout sous-ensemble borné de O est dénombrable,

Ax3 Tout sous-ensemble dénombrable de O est borné.

A partir de ces axiomes, Schiitte définit les notions classiques : ordinal 0, successeur, fonctions
normales, addition, ordinaux additifs principaux et ordinaux critiques, existence et unicité de la forme
normale de Cantor. Ces définitions permettent de déterminer le segment initial des ordinaux inférieurs
a lordinal T'g [14]. Ce développement de 13 pages est un treés bel exemple de texte mathématique dans
un style classique (avec un degré raisonnable de détails des preuves).

Schiitte donne en second lieu une construction effective des ordinaux inférieurs a I'g. Cette
construction se fait a partir de leur représentation en forme normale de Veblen : des termes finis,
une relation d’ordre total et une notion de forme normale, toutes deux décidables. Les opérations
comme le successeur, I’addition, I’exponentiation de base w et les fonctions de Veblen sont définies par
récurrence structurelle.

Cette étude présente un grand intérét par la comparaison qu’elle permet entre développements
constructifs et raisonnements mathématiques classiques. Il va de soi que ces deux aspects ne peuvent
rester indépendants : les structures de données représentant les ordinaux comme €y ou ['g, ainsi que
les opérations sur ces données, doivent étre validées par rapport a la définition mathématique.

2.3. Quelques détails de la construction axiomatique de T,

Nous donnons ci-dessous quelques détails des définitions et preuves utiles a la compréhension de
leur transcription en Cog. Schiitte considere une définition « classique » : Un ensemble M est bien
ordonné par un ordre total < si tout sous-ensemble non vide de M admet un plus petit élément. Nous
respecterons ce choix dans notre transcription en Cog.

2.3.1. Premiers résultats

Les axiomes de Schiitte permettent de montrer que ’ensemble OQ n’est ni dénombrable ni borné. Un
raisonnement en logique classique nous permet d’obtenir le schéma de récurrence transfinie (récurrence
bien fondée sur (0, <)). En appliquant Ax3 & 'ensemble vide, nous prouvons que I’ensemble O est non
vide. De facon générale, si X est une partie dénombrable de O, I’ensemble de ses majorants est non
vide, et admet donc un plus petit élément dans @ que nous notons | | X.

L’ordinal | |@ permet de prouver la proposition 3o € O, Va € Q, 0 < a, qui sert de définition
a I'ordinal 0. Nous définissons également le successeur d’un ordinal « : comme ’ensemble Q est non
borné, il existe un ordinal ( supérieur a a. L’ensemble des ordinaux supérieurs a « est donc non vide,
et admet alors un plus petit élément (unique), que nous appelons succ(«).

2.3.2. Segments et fonctions d’énumération

Un segment initial de @ est un sous-ensemble A de O tel que si @« < G et § € A, alors o € A;
un segment propre de B C O est un ensemble de la forme B(8) = BN {a € Ola < 8}. On prouve
que tout segment initial strictement inclus dans O est un segment propre de la forme O(3) pour un
certain (3.

Soit B C O une fonction d’énumération? pour B est une fonction strictement croissante, dont le
domaine est un segment initial de O, et I'image est B.

2 Ordering function en anglais
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On montre par récurrence transfinie que si f est une fonction d’énumération de B, de domaine
A, alors a < f(a) pour tout a € A, et que tout sous ensemble B C O admet au plus une fonction
d’énumération.

La preuve que tout X C O admet au moins une fonction d’énumération est plus complexe :

1. On montre le lemme suivant :

Soit B tel que tout segment propre de B admet une fonction d’énumération ; alors B
admet lui méme une fonction d’énumération.

Cette fonction est construite point par point :

(a) Soit B € X, et fz : Ag—B(3) une fonction d’énumération de B(3). Comme fz est bijective,
Ap est dénombrable, et est donc un segment initial de la forme O(v). On pose alors g(5) = 7.

(b) On prouve ensuite que g est strictement croissante, et a pour image un segment initial de

0.

(c) Tl suffit alors de prouver que la bijection réciproque de g est une fonction d’énumération de
B.

2. Pour montrer que tout sous-ensemble B de O admet au moins une fonction d’énumération, on
prouve d’abord par une récurrence transfinie sur 8 que tout segment propre B(f3) admet une
fonction d’énumération, puis on applique le lemme précédent.

Les résultats ci-dessus nous permettent de définir pour tout B C O et tout ordinal «, I’écriture « le
a-ieme élément de B » signifiant « I'image de « par 'unique fonction d’énumération de B ». Cette
écriture n’a bien entendu de sens que si « appartient au domaine de cette fonction d’énumération.

2.3.3. Addition, ordinaux additifs principaux et critiques

Soient « et § deux ordinaux. On définit @ + 3 comme le B-ieme ordinal supérieur ou égal a alpha.
Les propriétés des fonctions d’énumération permettent de déduire des propriétés de ’addition dans
O, parmi lesquelles ’associativité, la monotonie (stricte sur le second argument), et l'existence d’un
unique & tel que a+ & = (si a < ().

Un ordinal o > 0 est additif principal si pour tout 8 < «, on a 8+« = a. On appelle ¢q la fonction
d’énumération de ’ensemble AP des additifs principaux. La notation w® est classiquement utilisée en
lieu et place de ¢ (). Pour tout ordinal «, il existe une unique décomposition o = w* +...w*" avec
> > >, (forme normale de Cantor).

Terminons par la définition (quelque peu complexe) de I’ensemble Cr(«) des ordinaux a-critiques :

1. Cr(0) est ’ensemble AP des ordinaux additifs principaux,
2. ¢qo : Aa—Cr(a) est la fonction d’énumération de Cr(a),

3. Si0 < a, Cr(a) est ensemble des points fixes communs & toutes les ¢, pour 3 < .

2.4. Structure des définitions précédentes

Les extraits présentés ci-dessus comportent plusieurs définitions d’objets & partir de preuves
d’existence ; citons par exemple la définition du successeur de «, a partir de 'existence d’au moins
un ordinal supérieur & «, la phrase « On pose alors g(8) = v » : ol lexistence de 7 provient de
I’énumérabilité du domaine de fg, et la locution « le a-ieme ordinal de B », conséquence de I'existence
et de I'unicité de la fonction d’énumération de B.

Remarquons que les deux derniers points utilisent des fonctions partielles. De méme, ’expression
| | X induit la présupposition « X est dénombrable ».
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Cette théorie permet de définir des symboles comme « successeur », « le U-ieme », +, etc. Ces
symboles doivent bien str avoir une portée globale ; dans le cadre de I'implantation en Cog de cette
théorie, ces symboles doivent pouvoir s’exporter vers d’autres modules.

3. Opérateurs de description

Les opérateurs de description ont été introduits en 1923 par David Hilbert, pour définir
explicitement les quantificateurs existentiel et universel, et plus généralement représenter les symboles
mathématiques & l'intérieur de systemes déductifs formels. L’histoire de la création des opérateurs T,
€ et ¢ est présentée dans [20].

3.1. Descriptions indéfinies

Un epsilon-terme est un terme de la forme ¢, .A(z), o = est une variable et A un prédicat.
L’interprétation voulue est « un x satisfaisant A(x), s’il existe, sinon un objet arbitraire ». Cette
interprétation est formalisée dans 'axiome dit « axiome transfini » : A(y) = A(e, . A(x)).

Les quantificateurs peuvent étre définis (en logique classique) par les équivalences ci-dessous ; cette
représentation est notamment utilisée en HOL[10], Isabelle/HOL[16] et PVS[17].

Jz, A(z) & Ales.Ax))
Vo, A(z) < Ale,.~A(z))

L’opérateur epsilon permet de dissocier la spécification d’'un objet de sa preuve d’existence.
En particulier il autorise la définition de fonctions partielles & partir de relations binaires. Par
exemple, la locution « un majorant de » se traduit a ’aide de 'opérateur de description indéfinie :
AX . e . (Va, z€ X =2 <m).

La relation entre 'opérateur de description et la correspondance de Curry-Howard est étudiée dans
larticle d’Abadi et al. [1]. Cet opérateur est aussi considéré avec intérét dans la sémantique des langues
naturelles, notamment pour la traduction des syntagmes nominaux indéfinis et des anaphores[19].

3.2. Descriptions définies

Un iota-terme s’écrit ¢, . A(x) et a pour signification « 'objet x tel que A(z) — s'il existe et est
bien unique —, sinon un objet arbitraire ».

En fait, l'opérateur iota de description définie se dérive d’epsilon, en posant i .A(x) =
€, . (unique(A))(z), ot unique est la transformation NA. Az . [A(z) A Yy, A(y) = =z =y)].

Les deux exemples ci-dessous sont des descriptions de fonctions partielles : le logarithme « exact »de
base 2, et la borne supérieure d’un ensemble X :

log,(n) 2P =n

| |x

e [(Vyyye X =>y<z) A Vo, Vy,y € X =y < z) =2 <2)
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4. L’opérateur epsilon en Coq

4.1. Définition

L’opérateur epsilon est défini dans le module Logic.ClassicalEpsilon de la bibliotheque
standard de Cog. Ce module importe Logic.Classical, et admet donc le tiers exclu ; 'axiome suivant
permet Iextraction d’un témoin a partir d’une preuve d’existence :

Axiom constructive_indefinite_description :
V(A : Type) (P : A—=Prop), (3x, Px) — {x : A | P x }.

On en dérive les définitions suivantes, ot inhabited A est une proposition signifiant que le type
A est habité :

epsilon: V (A:Type) (P:A—Prop),inhabited A — A
epsilon_spec: V (A:Type) (i:inhabited A) (P:A—Prop), (dx, P x) — P(epsilon i P)

Nous remarquons qu'un epsilon-terme est de la forme epsilon ¢ P, le parametre ¢ permettant
d’éviter la création d’un terme de type A dans le cas ou A est un type vide. La valeur de ce parametre
est indifférente : on prouve en effet 'implication (3z, P(x)) — (epsiloni P = epsilonj P), ou i et
j sont deux preuves de inhabited A.

4.2. Conséquences de l’'introduction en Coq de 'opérateur epsilon

La déclaration de constructive_indefinite_description est loin d’étre anodine. Le module
Logic.ChoiceFacts de la bibliotheque standard est consacré aux relations entre le choix et les
opérateurs de description. En premier lieu, cet axiome implique, et est non contradictoire avec la
propriété de « choix fonctionnel » :

vV (A B:Type) (R:A—B—Prop)
(Vx : A, 3y : B, Rxy) — (3f : A—>B, Vx : A, R x (f x)).

Par ailleurs, nous pouvons construire un terme de type VP Q : Prop, PVQ — {P}+{Q}; En
logique classique, nous pouvons en dériver V P : Prop, { P} + {~P}. Depuis Hurkens[12] et Geuvers[9],
nous savons que ce résultat est incohérent avec le Calcul des Constructions avec Set imprédicatif. Si
Pon travaille avec Poption par défaut (Set prédicatif) de Cog, il faut néanmoins étre conscient qu’un
terme de type YV, {P x} + {~P z} se dérive immédiatement & partir du tiers exclu, et n’indique plus
forcément que P est décidable.

En dernier lieu, citons un résultat de J. Bell[3]. Sil’on déclare en logique intuitionniste une constante
epsilon satisfaisant epsilon_spec, et possédant la propriété d’extensionnalité :
si P et @ sont logiquement équivalents, alors epsilon ¢+ P = epsilon ¢ @,

alors on peut prouver le tiers exclu, et retrouver ainsi la logique classique. L’opérateur de description
est donc fortement lié a la logique classique.

4.3. La bibliotheque hilbert

A partir de la définition ci-dessus, nous avons développé quelques outils permettant de faciliter
I'utilisation de 'opérateur de description. Ces outils sont essentiellement des opérateurs dérivés de
epsilon, ainsi que des regles et tactiques d’élimination. Les exemples d’utilisation sont présentés en
section 5, et les scripts complets dans [5].
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4.3.1. Regle d’élimination pour epsilon

La regle d’élimination pour epsilon est une paraphrase du lemme epsilon_spec : Si ) est un
prédicat sur A, nous pouvons déduire la proposition ¢)(epsilon i P) & partir des prémisses : 3z, Px
et Vo, Pr — @ x. La tactique epsilon_et ou t se réduit en un epsilon-terme revient a appliquer cette
regle.

4.3.2. Description définie

L’opérateur iota est défini par iotai P := epsilon i (unique P). La tactique epsilon_e
s’applique alors aussi aux descriptions définies : le prédicat P est remplacé par unique P dans les
buts engendrés.

4.3.3. Définitions a partir de preuves

Considérons les constructions linguistiques suivantes :

« Il existe un z tel que P(x); soit a un tel élément »

« Il existe un unique = tel que P(z); appelons le a »

Nous pouvons en donner un équivalent formel & ’aide de nouveaux opérateurs dérivés : Si H est
une preuve de Iz : A, Pz, alors nous pouvons définir select H comme le terme epsiloni H, ou ¢
est une preuve que A est habité, prouvable & partir de H.

Nous définissons de la méme manieére select_the H si H est une preuve de 3!z : A, P z en utilisant
l'opérateur iota au lieu d’epsilon.

Notons que si un terme t est défini a I’aide d’un de ces deux opérateurs, il contient une preuve
d’existence. La tactique d’élimination epsilon_e est adaptée pour ne pas redemander cette preuve
(voir la preuve de le_zero en section 5.1.1).

4.3.4. Relations binaires et fonctions partielles

Soient A et B deux types et i : inhabited B. Nous pouvons associer a toute relation R de A vers
B la fonction qui & a associe le terme epsiloni (funb=- Rab).

Soit D un prédicat sur A ; si nous disposons d’une preuve H de la proposition Vz, Dz — 3y, Rz y,
nous pouvons construire le terme some_funi H =g,y funa = epsiloni (funb=DaARab).

La regle d’élimination associée énonce que, si f est réductible en some_funi H, alors la proposition
Qz (f x) est impliquée par les propositions Dz et Vy, Dz — Rzy — Qxy.

Une construction similaire the_fun permet de traiter le cas ou pour tout x vérifant D z, il existe
un unique y tel que Rxy. Cette construction et la tactique d’élimination associée partial_fun_e sont
ilustrées section 5.1.2.

5. Présentation axiomatique des ordinaux en Coq

Nous montrons par quelques exemples comment les outils présentés plus haut ont permis de
transcrire le texte mathématique de Schiitte. Cette transcription se trouve dans le répertoire schutte
de[5]. Ce développement est dans son état actuel assez long, mais il a pu s’obtenir par une traduction
directe des arguments de Schiitte, dont la structure est directement reflétée dans celle des définitions,
preuves et sections du texte Cog.
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5.1. Définitions de base

Nous utilisons le module Ensembles de la bibliotheque standard de Cog. Dans ce but, nous
déclarons une constante 0T :Type, et une structure de bon ordre ON sur le type 0T, composée d'un
ensemble @ : Ensemble 0T, d’une relation le :0T—0T—Prop d’ordre total sur Q.

Nous appelons 1t l'ordre strict associé a le. Par la suite, nous utiliserons souvent les notations <
et < en lieu et place de 1le et 1t. La constante Cog ordinal est associée a I’ensemble Q ; par la suite,
nous emploierons indifféremment les écritures o € O et ordinal a.

La déclaration de ON traduit I’axiome Ax1 de Schiitte. Les deux axiomes suivants sont traduits
directement en Cog & I'aide du module Denumerable écrit par Florian Hatat[5] :

Axiom Ax2 : VX: Ensemble 0T, Included X ordinal —
(Ja, ordinal aA(Vy, X y— y < a)) —
denumerable X.

Axiom Ax3 : VX : Ensemble 0T,
denumerable X — (Included X ordinal) —
Ja, ordinal aA (Vy, X y— y < a).

Les diverses constructions utilisant les opérateurs de description dans ce développement nécessitent
des lemmes affirmant que les types 0T, Ensemble OT et OT—OT sont habités. Nous appelons
respectivement ces lemmes inh_0T, inh_Ensemble_0T et inh_0T_0T. La preuve ci-dessous est une
application de ’axiome Ax3 :

Lemma inh_OT : inhabited OT.
Proof.

case (AX3 (denumerable_empty 0T)); firstorder.
Qed.

5.1.1. Définition de 1’ordinal 0

L’ordinal 0 est défini a partir d’une preuve d’existence unique :
Definition zero_spec (z:0T) := ordinal z AV, ordinal a — z < a.

Lemma zero_defined : Jlo, zero_spec o.
Proof.
exists (|| (Empty_set 0T)).

Definition zero : OT := select_the zero_defined.

Lemma le_zero : V a, ordinal a — zero < a.
Proof.
intros;epsilon_e zero.

a: 0T
H : ordinal a

YV b : OT, unique (Ao : OT. zero_spec 0) b — b < a
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unfold zero_spec; destruct 1; intuition.
Qed.

Nous remarquons que la définition de zero est issue d’une preuve d’existence, alors que le type
de zero est de sorte Type. Cette définition, de portée globale, peut étre utilisée dans n’importe quel
module client.

5.1.2. Définition de la fonction successeur

La fonction successeur est définie comme une fonction partielle de domaine O, associée a la relation
définie par « succ_spec a b si b est le plus petit ordinal supérieur a a ». Dans la définition de succ,
l'utilisation de refine engendre une obligation de preuve, dont la solution devient partie de la valeur
de la constante succ.

Definition succ_spec (a:0T) := is_least_member ordinal 1t (Az.a < z).

Definition succ : 0T — OT.
refine (the_fun _ ordinal succ_spec _); auto.

Va : OT, ordinal « — 3z, succ_spec o x

Le début de preuve ci-dessous montre comment prouver une proposition de la forme @ a (succ ).

Lemma 1lt_succ_le : V a 8, a < f — succ a < 3.
Proof.
intros « (@ H; partial_fun_e a (succ «).

ordinal o

subgoal 2 is:
Vv : OT, ordinal o — unique (succ_spec a) v — v < 3

5.2. Fonctions d’énumération

La définition de ’addition et de I’exponentiation de base w repose sur 'existence d’une fonction
d’énumération pour tout sous-ensemble B C O (voir la section 2.3.2). L’adaptation & Coq de la preuve
de cette existence a posé quelques problemes : en effet, considérons la phrase suivante : « Soit g € X,
et fg : Ag—B(0) une fonction d’énumération de B(8) ». Cette phrase déclare en fait deuz symboles,
dépendant de 3 : f3 est lié a une fonction de type 0T—0T, et Ag est associé au domaine de la fonction
(partielle) d’énumération de B(().

La traduction en Coq explicite ces deux définitions, a partir de la proposition « f est une fonction
d’énumération de B, de domaine A », notée “ ordering_function f A B ”. On commence par spécifier
lunique domaine d’une éventuelle fonction d’énumération du segment propre B(().

Definition ordering_segment(A B : Ensemble 0T) : Prop
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:= 3f : 0T — 0T, ordering function f A B.

Definition A_beta : Ensemble OT
:= iota inh_Ensemble_0T (fun E=> ordering_segment E (proper_segment_of B 3)).

La fonction d’énumération du segment propre B(3) peut se définir & I’aide d’un epsilon-terme? :
Definition f_beta := 0T — 0T

:= epsilon inh_OT_0OT
(fun f => ordering_function f A_beta (proper_segment_of B (3)).

Une fois prouvées par récurrence transfinie 'existence et I'unicité d’une fonction d’énumération
pour tout B C O, nous définissons deux symboles globaux pour désigner cette fonction partielle :

Definition the_ordering_segment (B:Ensemble 0T) : Ensemble 0T
:= iota inh_Ensemble_0T (fun x = ordering_segment x B).

Definition alpha_th (B:Ensemble 0T) : 0T — OT
:= epsilon inh_O0T_OT (fun f = ordering_function f the_ordering_segment B).

Theorem alpha_th_ok
: V B : Ensemble 0T,
Included B ordinal —
ordering_function (alpha_th B) (the_ordering_segment B) B.

Cette preuve, bien qu’assez longue, est la traduction directe des arguments de Schiitte, et en
respecte la structure. Les epsilon- et iota-termes nous permettent de définir des symboles de sorte
Type de portée globale, par élimination de termes de preuves d’existence, parfois obtenus par des
arguments « classiques ». Par exemple la constante alpha_th est utilisée dans le module dédié a
I’addition sur Q.

5.3. Addition

L’addition dans O est définie directement a ’aide de la fonctionnelle alpha_th.

Definition Greater o := funf=a < f.
Definition plus « := alpha_th (Greater «).
Notation "a + (" := (plus a (3) : ord_scope.

On prouve que le domaine de plus a est tout I’ensemble Q. Le fait que plus « soit la fonction
d’énumération de l’ensemble des ordinaux supérieurs ou égaux a « nous permet de prouver
immédiatement les propriétés listées en 2.3.3.

Voici par exemple la preuve de § < a + 3. Le lemme technique plus_elim permet de remplacer
un but de la forme Q(plus «) par Q(f) ou f est une fonction d’énumération arbitraire de Greater a,
de domaine Q. Dans ce cas précis, nous pouvons appliquer l'inégalité 8 < f 5 (voir section 2.3.2) :

Lemma le_plus_r : Va3, ordinal a — ordinal 0 — g < a + (.
Proof.

3Nous n’utilisons pas de iota-terme, pour ne pas dépendre de I’extensionnalité des fonctions.
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intros « (§ Ha HS.
pattern (plus «); apply plus_elim;auto.

Ho : ordinal o
Hp : ordinal B

V f: OT — OT, ordering_function f ordinal (Greater a) — 3 < f 8

5.4. Soustraction

La soustraction dans O est définie par un iota-terme, a partir de ’addition :
Definition minus (o [ :0T):= iota inh_OT (A7 .ordinaly A B + v = a).

Un premier lemme nous donne une condition suffisante de définition de la soustraction :
Lemma minus_defined : Va (B, o« <  — 3Alvy : 0T, ordinaly A 8 + v = «.

Dans la preuve suivante, I’élimination du terme o« - [ provoque deux obligations de preuves; la
premiere utilise I'inégalité 0 < a+ 3, la seconde est une application directe du lemme minus_defined.

Lemma minus_le : V a 3, B < a — a-8 < a.
Proof.
intros « B H; epsilon_e (a-(3).

YV B : OT, unique (A\y : OT.ordinal y N +v =a) 8 — [ <«

subgoal 2 is:
3!~ : OT, ordinal vy N B + v = «

5.5. Ordinaux critiques

La transcription en Cog de la définition simultanée des ordinaux critiques et des fonctions ¢, de
Veblen en section 2.3.3 a posé quelques problemes. En effet, elle ne satisfait pas les conditions de
positivité demandées par les définitions inductives.

Pour contourner cet obstacle, nous avons adapté les techniques de Balaa-Bertot[2] aux fonctions
partielles, et défini la constante critical de type Va, ordinal a—Ensemble OT comme point-fixe de
la fonctionnelle ci-dessous :

Definition critical_fun («:0T)(®:V~y, y<a -> EnsembleOT)(_ : ordinal «)
: Ensemble OT
:= A (8:0T) . ordinal ( A
((a=0 A AP3) V
(0<a A V(4:0T)(H:v<a), the_ordering_segment (v H) 8 A
alpha_th (PyH) 8 = 3)).
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Les regles d’introduction et d’élimination du prédicat critical se déduisent du théoreme de point
fixe (module prelude.Pfix de [5]). Les symboles Cr et ¢ sont alors définis par projection :

Definition Cr(a : OT) : Ensemble OT := AJ.dJH: ordinal «, critical H j3.
Definition phi(a : OT) : OT— 0T := alpha_th (Cr «).

Nous pouvons alors énoncer et démontrer des théoremes dans un vocabulaire proche de celui du
texte mathématique, ce que ne permet pas le type de critical; en voici trois exemples, le troisieme
permettant de s’assurer de l’existence d’ordinaux critiques.

Lemma phiO_well_named : V«, phi0 « = phi zero «.

Lemma Cr_incl : Va 3, 8<a — Included (Cr ) (Cr ).

Theorem Cr_unbounded: V«, ordinala — Vf3,ordinalf — 3v,y€Cra A f<7.
Definition epsilonO := phi (succ zero) zero.

Theorem epsilon_fixpoint : phi0 epsilon0 = epsilon0 (*w® = ¢y *).

6. Définitions par epsilon et définitions effectives

Les objets « idéaux » représentés a l'aide de I'opérateur de description indéfinie et de ses dérivés
se prétent fort bien a ’énoncé clair et a la preuve de leurs propriétés mathématiques. Néanmoins, un
terme construit a ’aide d’epsilon ne se préte pas a 1’évaluation.

Dans les cas ou 'on peut disposer d’une représentation effective d’un tel objet, une solution au
probleme de I’évaluation consiste en la preuve de lemmes de la forme Va, Pz — fx = ex, ou P est
un prédicat impliquant que f(z) est défini.

Par exemple le logarithme de base 2 de la section 2.1 peut se définir a partir d’une relation binaire :

Inductive rlog2 : nat — nat — Prop :=
| rlog2_1 : rlog2 1 0O
| rlog2_even : Vng, 0 < n — even n — rlog2 (n/2) q — rlog2 n (S q).

Definition log2 n = iota inhabited_nat (fun p — rlog2 n p).

Nous prouvons un lemme de correction de la fonction total_log2 définie en section 2.1; un calcul
de log2n peut alors s’effectuer par une réécriture suivie d’une réduction et d’une vérification que n
vérifie bien les conditions de cette réécriture.

Lemma total_log2_ok : Vn, is_a_power_of_2 n — log2 n = total_log2 n.

Goal log2 64 = 6.
rewrite total_log2_ok; [reflexivity | idtac]

is_a_power_of_two 64.

Le cas des ordinaux dénombrables est bien plus complexe. Une représentation effective de ces objets
doit permettre d’effectuer des comparaisons et d’évaluer des expressions arithmétiques. Nous savons
représenter de facon compacte les ordinaux inférieurs a ey (forme normale de Cantor) et & T'y (forme
normale de Veblen).
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Nous utilisons pour €y la représentation que Manolios et Vroon ont développé pour ACL2 [13].
La représentation des ordinaux inférieurs a I'g en est tres largement inspirée : dans le type inductif
suivant, le terme cons « §n vy s’interprete comme 1, (8) X (n+1) 4+, ol ¢, est la variante sans point
fixe de la fonction ¢, [18, 14].

Inductive T2 : Set := =zero : T2 | cons : T2—T2—nat—T2—T2.

Sur ce type, nous définissons une notion d’ordre total décidable, un prédicat nf « étre en forme
normale » ; les fonctions successeur, +, ¢, sont définies de fagon récursive primitive. Le schéma de
récurrence transfinie est prouvé a ’aide d’un plongement dans ’ordre récursif des chemins avec statut
[8], et en appliquant le théoreme de fondation de cet ordre (preuve d’Evelyne Contéjean incluse dans

[5]) :

Definition transfinite_induction :

vV (P:T2 — Type),
(Vx:T2, nf x - (V y:T2, nf y - y<x —- Py) — Px) —
V a, nf a — P a.

L’arithmétique effective sur les ordinaux en forme normale de Veblen est de définition complexe
et peu lisible. Par exemple, la définition inductive de 'ordre < sur T2 ne comporte pas moins de sept
constructeurs. La définition primitive récursive de I’addition, qui utilise une fonction de comparaison
sur T2 est elle-méme peu intuitive :

Fixpoint plus (t1 t2 : T2) {struct t1}:T2 :=
match t1,t2 with
| zero, y =y
| x, zero = x
| cons abmnc, cons a’ b’ n’ ¢’ =
(match compare (cons a b O zero)
(cons a’ b’ 0 zero)
with | Lt = cons a’ b’ n’ ¢’
| Gt = cons a bn (c + (cons a’ b’ n’ ¢’))
| Eq = cons a b (S(n+n’)) ¢’
end)
end
where "alpha + beta" := (plus alpha beta): gO_scope.

Il est important de prouver la correction de telles représentations, relativement aux définitions
axiomatiques plus simples et plus faciles & appréhender (c.f. la définition de ’addition en section 2.3.3).
Prouver la correction de ces fonctions revient & établir un isomorphisme strictement croissant entre
les termes de T2 en forme normale et le segment des ordinaux inférieurs a I'y.

Dans I’état actuel de notre développement, nous avons construit une bijection strictement croissante
entre les termes en forme normale de Cantor et les ordinaux de O inférieurs & ¢g. La correction des
fonctions arithmétiques et ’extension a I'g sont en cours de développement.

7. Conclusion et perspectives

L’introduction des opérateurs de description dans la logique de Cog permet d’exprimer simplement
les fonctions partielles et de définir des constantes a partir de preuves d’existence, ces dernieres
pouvant étre obtenues en logique classique. Une telle extension de Cog nous rapproche du langage
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mathématique usuel, tant pour les énoncés de théoremes que pour les enchainements de définitions et
de preuves.

On ne peut bien sir ignorer les perturbations que crée ’adjonction de ces opérateurs au Calcul
des Constructions Inductives. Nous pensons cependant que ces inconvénients seraient surtout diis a
une mauvaise compréhension de cet apport, notamment l'interprétation des types sig et sumbool.
Quel utilisateur naif penserait avoir écrit en une ligne une procédure certifiée de décision de l'arrét
des machines de Turing ? Une telle illusion serait vite balayée :

Definition halting_dec : Vn, {halts (machine n)} + {~halts (machine n)}.
Proof.

intro n; apply or_to_sumbool; apply classic.
Defined.

Extraction halting_dec
Warning: You must realize axiom constructive_indefinite_description in the extracted code.

Le systeme de modules de Coq permet en outre de structurer une bibliotheque en un « noyau » écrit
en Coq « pur », avec une interface écrite en langage mathématique usuel. Dans notre travail sur les
ordinaux, la partie « effective » concernant les systémes de notation permet d’extraire des algorithmes
de calcul, alors que les modules utilisant les opérateurs de description fournissent un modele reflétant
la relation avec les bons ordres.

Ce travail peut étre prolongé dans plusieurs directions :

En premier lieu, la création d’outils destinés & compenser les risques de confusion que fait naitre
une telle extension de Cogq :

— Une commande appropriée doit permettre de vérifier si un terme est construit de facon effective.
Ce test échouerait par exemple sur la définition halting_dec ci-dessus, mais permettrait de
vérifier qu'une définition d’¢y comme limite de la suite (1,w,w?, ... ,w’ ...) est construite
effectivement a partir de la notion de borne supérieure d’un ensemble dénombrable et des
fonctions ¢ de Veblen.

— L’exemple de la section 6 suggere d’étendre la nouvelle commande Function de Coq en admettant
des définitions de fonctions récursives partielles, par exemple avec un filtrage non exhaustif.

— Pierre Corbineau a défini pour Cog un langage déclaratif [7] permettant d’écrire les preuves
de fagon lisible, assez proche d’Isar[15]. Il serait intéressant d’étendre ce langage par des
constructions de la forme « Soit x l'objet défini par le lemme L ». Les preuves de [5] sont
encore des longues suites d’appels de tactiques, et ont besoin d’étre réécrites dans un langage
lisible.

En second lieu, le développement sur les ordinaux doit s’étendre, en établissant le morphisme
injectif entre les systemes de notations effectifs et les segments initiaux associés; €y, g, A, etc. On
disposera alors d’un cadre général non-constructif et d’implantations particulieres. Nous espérons que
ce double aspect permettra de définir des tactiques de preuve par réflexion. Nous prévoyons également
d’intégrer un troisieme point de vue sur les ordinaux : Brian Huffman[11] a écrit pour Isabelle/HOL
une théorie des ordinaux dénombrables, présentés comme des classes d’équivalence sur ’algebre des
termes construits a partir de 0 par les opérations de successeur et d’w-limite. Il sera intéressant de
formaliser en Coq la compatibilité entre les trois types de représentation.
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